7.3. DECOMPOSITION SPECTRALE 227

Alors :
-1 -1/2 —1/2
wh =v; —proj (Vi) = | 0 | — | 1/2 | = |-1/2
2 0 2

Etape 4 : Normalisation.

1
o]l = VA+4+1=3, 17{:5

— NN

193]l =vI+1+0=V2 u}=

-1
T Y A R _ 1
[lw3 ]| 4+4+ 5 us

Sl
[\}
O =

‘ -

w
&
>~

Résultat :

2 1 1
3 V2 3v2 0 0 O
2 1 1
1 0 4 0 0 9
3 3v2

Et ona A= PDPT.

Décomposition spectrale

Le théoreme spectral nous permet d’écrire une matrice symétrique sous une forme particu-
lierement élégante appelée décomposition spectrale.

Définition 7.10 Décomposition spectrale

Soit A une matrice symétrique de taille nxn, diagonalisable orthogonalement avec A = PDPT,

— = —
ou P = [“1 uz - “n} est une matrice orthogonale dont les colonnes forment une base
M 0 - 0

0 A - 0
orthonormée de vecteurs propres, et D = | . . est la matrice diagonale des

0 0 - A\
valeurs propres associées.
La décomposition spectrale de A est Iécriture :
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Remarques 7.7.0.11. 1. Pour chaque i, le produit W T est une matrice n x n de rang 1. En
effet, si u_z est un vecteur colonne, alors UZUZ}T donne une matrice dont toutes les colonnes
sont colinéaires a u_z
2. La matrice w,u,” représente la matrice de projection orthogonale sur la droite engendrée
par .

8. La décomposition spectrale exprime donc A comme une somme pondérée de matrices de
projection sur les sous-espaces propres, les poids étant les valeurs propres correspondantes.

Démonstration. [Justification de la décomposition spectrale] Soit 2 € R". Comme (i3, .., Uy )
est une base orthonormée de R”, on a :
n n n
O ST SETIE I G
i=1

i=1 i=1

En appliquant A et en utilisant le fait que Au] = \;u;

AT =S AT = S AT = (Z W%> 2
=1 =1

i=1
Ceci étant vrai pour tout 7 e R"™, on obtient A = Z?:l /\Z-UZ}U;T. O

Exemple. Donnons la décomposition spectrale de A = B ﬂ .

Nous avons déja calculé que A = PDPT avec :

1 1
P = \{5 ;/§‘| , D= B (3)}
V2 V2
e — 1 (1 — 1 |1
Les vecteurs propres unitaires sont ui = 71 (pour Ay = 7) et up = VAR (pour

A2 = 3).
Calculons les matrices de projection :

HT:\}E[ﬂ.;i[l 1]=%E ﬂ:{

=l

N[—= N
[
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La décomposition spectrale est donc :
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Vérification :
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5 —4 =2
Exemple. Donnons la décomposition spectrale de A= |—-4 5 —2{.
-2 -2 8

Nous avons calculé précédemment que les valeurs propres sont Ay = 0 (multiplicité 1) et
A2 = 9 (multiplicité 2), avec les vecteurs propres unitaires :

2 -1 -1
1 1 1
— — —
up =5 (20, uz=—7|1]|, uy=_—7|-1
311 V21 3V2 |y
Les matrices de projection sont :
1 4 4 2
wnuy’ = 5 4 4
2 2 1
1 1 -1 0
wust = 5 -1 1 0
0o 0 O

—
—_
\
=

La décomposition spectrale est :

A=0-wuit +9-wus’ +9- ubus”

Comme A; = 0, le premier terme disparait :

-4 -4 16
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9 9 1 1
2 —2 0 7 2 2
9 9 1 1
=2 3 O +]3 3 -2
0o 0 o] [-2 -2 8
5 —4 -2
—|-4 5 —2/=4
-2 -2 8

Exemple (Calcul des puissances d’une matrice). La décomposition spectrale permet de calculer
facilement les puissances d’une matrice symétrique.

Soit A = B ﬂ Calculons A9,

Nous avons établi la décomposition spectrale :

11 1 1
A:?-{g ﬂ+3[_21 2}:7@?17{T+3175175T
2 2

Propriété clé : Pour une matrice de projection P; = ww,T sur un vecteur unitaire, on a :

2 —>—=>T—>—T —> (=T —>\—72T — —T
Pi = U Ui U U = ui(ui ui)ui = Uy * 1- U; " = Pi

De plus, pour i # j :

PPy = wguy = w () w)ut = 0w =0

En développant A? = (7P, + 3P)? :
A? = 49PE + 21P Py + 21 P, Py + 9Pf = 49P; + 0+ 0+ 9P, = 7°P, + 3°P,
Par récurrence, on obtient pour tout n > 1 :

Donc :
AlO — 710 . |:

[MIEE I
[SIEE NI

1 1
e 3y
2 2

b

911 2 -1 1

1 710 + 310 710 _ 310
= 5 |:710 _ 310 710 + 310}
Numériquement, 710 = 282475249 et 3'° = 59049, donc :

A0 _ [141267149 141208100}
~ 141208100 141267149
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Décomposition en valeurs singulieres

La diagonalisation orthogonale s’applique uniquement aux matrices symétriques (donc car-
rées). La décomposition en valeurs singulieres (SVD, de I'anglais Singular Value Decomposition)
étend cette idée a toutes les matrices, y compris les matrices rectangulaires. C’est 'une des
factorisations les plus importantes en algebre linéaire appliquée.

Valeurs singulieres

Soit A une matrice m x n (pas nécessairement carrée). Méme si A n’est pas diagonalisable
au sens usuel, nous pouvons considérer la matrice AT A qui est :

— de taille n x n (carrée),

— symétrique, car (ATA)T = AT(AT)T = AT A.

D’apres le théoreme spectral, AT A est diagonalisable en base orthonormée et admet n valeurs
propres réelles.

Propriété 7.12

Les valeurs propres de AT A sont toutes positives ou nulles.

Démonstration. Soit A une valeur propre de ATA et ¥ un vecteur propre unitaire associé :

ATAY = AU avec ||V = 1.
Calculons ||A7|)? :

AT |? = (A7) - (A7) = (AT (AT) = WTATAY =TT\ = 0TV =)V = A

Comme AT |2 >0, on a A > 0. O

Remarques 7.7.0.13. Si T est un vecteur propre unitaire de AT A associé a la valeur propre ),
alors |AT || = V/X. Cette quantité mesure « Uétirement » subi par ¥ sous Uaction de A.

Définition 7.14 Valeurs singulieres

Soit A une matrice m x n. Les wvaleurs singuliéres de A sont les racines carrées des valeurs
propres de AT A. On les note 01,09, ...,0, et on les ordonne de facon décroissante :

012092220, 20

Si A1 > Ay >--- >\, > 0 sont les valeurs propres de AT A, alors o; = v/\; pouri =1,...,n.

Remarques 7.7.0.15. 1. Les valeurs singuliéres sont toujours réelles et non négatives.
2. Si v, est un vecteur propre unitaire de AT A associé a X, alors oy = | Av]||.

3. Le nombre de valeurs singuliéres non nulles est égal au rang de A, car rang(A) = rang(AT A)
(théoréme 6.56).
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1 -1
-2 2 ] . Calculons les valeurs singulieres de A.
2 =2

Etape 1: Calculer AT A.

Al 2}[_12 ;HHM a9

Exemple. Soit A =

-1 2 =2 —-1-4—-4 1+4+4 -9 9

Etape 2 : Trouver les valeurs propres de AT A.
Le polynéme caractéristique est :

p(0) = det(AT A — Alp) = ‘9 A

g 9_)\‘(9>\)281/\218>\)\(/\18)

Les valeurs propres sont Ay = 18 et Ay = 0.
Etape 3 : Calculer les valeurs singuliéres.

=V18=3V2, 03=v/0=0
Le rang de A est donc égal a 1 (une seule valeur singuliére non nulle).

2 11
1 2 1

Etape 1 : Calculer AT A.
2 1
ATA=|1 2 ﬁ ; ﬂz
1 1

Etape 2 : Trouver les valeurs propres de AT A.
Calculons le polynoéme caractéristique en développant selon la troisieme ligne :

Exemple. Soit A = { } . Calculons les valeurs singulieres de A.

W = Ot
LW U

N L W
——

p(A) = det(AT A — \3)

5-A 4 3
=l 4 5-)x 3

3 3 2—A

4 3 5—A 3 5-A 4
3’5 A 3‘_3‘ 4 3‘”2_”’ 45— A’
=3[12-3(5—-A)] —3[3(5— ) —12] + (2= N)[(5 — A) — 16]

3[ (
=3(3A\—3) = 3(3—3)\) + (2— \)(A\? — 10A +9)
IN-D+9IA -1+ 2=NA-1)(A-9)
I8A—1)+ (2= N\ —1)(A—9)
=A-DI8+ (2= M)A -9)]
=(A=1[18 = A2+ 11\ — 18]
=-2A-1)(\—-11)
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Les valeurs propres sont Ay = 11, Ao =1 et A3 = 0.
Etape 3 : Calculer les valeurs singuliéres.
0'12\/11, 0'2:1, 0'320
Le rang de A est égal a 2, car il y a exactement 2 valeurs singuliéres non nulles.

Théoreme de décomposition en valeurs singulieres

Théoreme 7.16 Décomposition en valeurs singulicres (SVD)

Soit A une matrice m X n de rang r. Il existe :
— une matrice orthogonale U de taille m x m,
— une matrice orthogonale V' de taille n x n,

— une matrice X de taille m x n de la forme ¥ = {10) 8} ou D est une matrice diagonale

r X r contenant les valeurs singulieres non nulles o1 > 09 > -+ > 0, > 0 sur sa
diagonale,
telles que :
A=UxvT

Démonstration. Construction de V : Comme AT A est symétrique, le théoréme spectral garantit

Pexistence d’une base orthonormée (v7,...,7,) de R” formée de vecteurs propres de AT A. On
ordonne ces vecteurs de sorte que les valeurs propres associées A1, Ao, .. ., A, soient décroissantes.
— —
On pose V = [Ul Un]
Valeurs singuliéres : On pose 0; = /\; pour ¢ = 1,...,n. Supposons que A a exactement r
valeurs singulieres non nulles : 69 > --- >0, >0et 0,41 =--- =0, =0.
Construction des premiéres colonnes de U : Pour ¢ = 1,...,r, on définit :
— 1
U; = fA’UZ‘
i
Montrons que {uf,...,u,} est orthonormé. Pour i # j :
1 1 A
w -y =y = ——(Av) Ay = — T AT Av) = L0 =0
0i0; 0303 003

car U] et v_]> sont orthogonaux.

Pouri=j:
iz Lo A2 _ 0F
gi g; g;
Complétion de U : On complete {17{, ... ,m} en une base orthonormée {17{, .. ,ﬂ} de R™,
— —3
et on pose U = [Ul Um].

P . . . - .
Vérification : Par construction, Av} = o;u, pour i < r, et Av; = 0 pouri >r (car o; = 0).
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Les colonnes de AV sont donc [0117{, e Uru_;, ﬁ, 76)}

Or la j-eme colonne de UY est U multiplié par la j-eme colonne de ¥, c’est-a-dire 0j17]>- si
j<r et 6> sinon. Donc AV = UX.

Comme V est orthogonale, on a VV7T = I,,. En multipliant 1’égalité AV = UX & droite par
VT on obtient
A=AvvT =usvT

O
Remarques 7.7.0.17. 1. Les colonnes de V' sont appelées vecteurs singuliers a droite de A.
Ce sont les vecteurs propres unitaires de AT A, ordonnés selon les valeurs propres décrois-

santes.

2. Les colonnes de U sont appelées vecteurs singuliers a gauche de A. Les r premiéres colonnes
sont obtenues par u = %AUZ pour v =1,...,7r, et les colonnes restantes complétent une
i

base orthonormée de R™.

3. La décomposition SVD n’est pas unique (les matrices U et V' peuvent varier), mais la
matrice X est unique (parce que 'on a ordonné les valeurs singuliéres).

4. Contrairement a la diagonalisation classique, la SVD existe pour toute matrice, qu’elle
soit carrée ou rectangulaire.

5. L’ensemble {Av, ..., Av]} constitue une base orthogonale de Im(A). De plus, rang(A) = r

(le nombre de valeurs singuliéres non nulles).

Méthode de calcul de la SVD

Pour calculer la SVD A = USVT d’une matrice A de taille m x n :
Etape 1 : Diagonaliser A” A en base orthonormée.

— Calculer AT A (matrice n x n symétrique).

— Trouver les valeurs propres A\ > Ay > --- >\, > 0de ATA.

— Pour chaque valeur propre, calculer une base orthonormée de I’espace propre associé.
Etape 2 : Construire V et 3.

— Les colonnes de V' sont les vecteurs propres unitaires ... ,1)_n> de AT A, ordonnés selon

les valeurs propres décroissantes.
— Les valeurs singulieres sont o; = v/A;.
— Construire ¥ de taille m X n avec les ¢; non nuls sur la diagonale.
Etape 3 : Construire U.
— Pour chaque valeur singuliere non nulle ¢;, calculer UZ = %AUZ

— Les vecteurs uj, ..., u, forment une famille orthonormée.

— Si r < m, compléter en une base orthonormée de R™ en trouvant des vecteurs ortho-
b
gonaux A 1, ..., u, (ce qui revient & trouver une base de ker(AT)).

Exemple. Calculons la SVD de A= [—-2 2
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Etape 1 : Diagonalisation de AT A.

9 _9} avec les valeurs propres A\; = 18 et Ay = 0.

Nous avons calculé ATA = {7 9 o

Pour \; =18 : ATA — 18I, = {:3 :g} ~ {(1) (1)}

. — _ 1 1
J) Le vecteur unitaire est vi = /2 {_1]

1
L’espace propre est Fg = Vect <{_

Pour \y =0: ATA—-0-1, = {_99 _99} ~ Ll) _01}

1 o 1
L’espace propre est Ey = Vect ({ }) Le vecteur unitaire est 172 = % {J .

1
Vérification de 'orthogonalité : 7 - v = 11-14(-1)-1)=0
Etape 2 : Construction de V et 3.

v =[ol v_ﬁ]_{

5
shsl-

V2

Les valeurs singulieres sont o1 = /18 = 3v2 et o9 = 0.
Le rang de A est r = 1. La matrice 3 est de taille 3 x 2 :

3v2 0

=10 0
0 O
Etape 3 : Construction de U.
Pour o1 = 3v2 :
1 -1 2 1
1 1 1 { 1 } 1 3,
u=—F=Av=——= -2 2| — == |-4| =|-%
' 3\/5 ! 3V2 2 _9 \/§ -1 6 3

S
ol

Vérifions : ||uf]| = \/m -1

Comme r = 1 et m = 3, il faut trouver deux vecteurs 175 et 173> orthogonaux a 171> et entre

eux.
Ces vecteurs doivent satisfaire u] - @ = 0, soit z — 2y + 22 = 0.

2 -2
Prenons deux solutions linéairement indépendantes, par exemple wi= |1 etws= |0
0 1

Vérifions 1'orthogonalité avec u 17{ Swp =

=

+0=0u - wh=-2+0+2%2=0

[SMIN)
winy

Mais wi - ws = —4 # 0, donc il faut orthogonaliser par Gram-Schmidt.
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2
Posons 172” = 17{ = (1, ||172>/H = \/5
0
—9 2 248 -2
Ly ws e, —4 4+5 ¥
Uz =wy — w—=-5us = | 0 | —— |1| = 5 -
[[uz’||? 5
1 0 1 1
Apres normalisation :
2 —2 —2
V5 | VAS | 5| 3VE | 5
Résultat final :
1 2 —2
3 5 378 32 0 4 L
Uzgjgg,g/g,zzoo,‘/:{_ﬂiﬂ
2
ER N N 0 0 A
Et A=UXVT.

Remarque 7.7.0.19. Dans la construction de la SVD, les premiéres colonnes de U sont imposées
par les formules u = ULAFZ pour les valeurs singuliéres non nulles. En revanche, les colonnes

restantes ne sont pas uniques : dans les cas simples, on peut souvent les choisir « a la main »
en prenant des vecteurs faciles a écrire, orthogonauzr auz u déja trouvés (et entre eux), puis en
les normalisant. Toute matrice orthogonale U obtenue de cette facon, avec les bonnes premiéres

colonnes, donne une SVD walide de A. Dans l’exemple ci-dessus, aprés avoir fixé ui et un

premier vecteur W] orthogonal a wi, il restait & trouver un troisiéme vecteur orthogonal aux

deux premiers. Le procédé de Gram-Schmidt donne une méthode fiable et répliquable, mais cela
peut parfois se faire plus rapidement par un choiz judicieux.
1 =2

-1 2 _2}, qui est une matrice 2 X 3.

Remarque 7.7.0.20. Considérons la transposée AT = {

Sa SVD est :
AT =vyTu”

ou U, ¥ etV sont les matrices calculées ci-dessus pour A. Ezplicitement :

1 1
AT _ | V2 ﬁ{?)ﬁoo}w
- Lilo oo
V2 V2

En général, si A= UXVT est une SVD de A, alors AT = VXTUT est une SVD de AT Les
valeurs singulieres sont les mémes, mais les roles des vecteurs singuliers a gauche et a droite
sont échangés.

Toutefois, si l’on recalculait la SVD de AT a la main, en repartant de (AT)T AT = AAT,
on obtiendrait en général des matrices orthogonales différentes (signes, choiz de complétions
orthogonales).
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Exemple. Calculons la SVD de A = E ; ﬂ .
Etape 1 : Diagonalisation de AT A.

Nous avons calculé précédemment :

5 4 3
ATA=14 5 3
3 3 2
Les valeurs propres sont Ay = 11, Ay = 1, )\3_:> 0.
Pour A\; = 11 : on résout (ATA — 11I5)7 = 0.
-6 4 3 1 1 -3

ATA-1113=4 -6 3|~|0 —10 15
3 3 -9 0 0 0

Le systeme donne x1 + x9 = 3x3 et —10x9 = —15x3, donc x5 = %fﬂg et 1 = %l’g.
3
— 9.7 — _1_
On prend z3 =2 : v{ = T35 3.

Pour Ay =1 : on résout (AT A — ]I3)7 = 6)

4 4 3 1 1 0
ATA-T;=14 4 3|~ |0 0 1
3 3 1 0 0O
-1
Le systeme donne x7; = —x5 et 3 = 0. On obtient v_g = % 1
0
, T —
Pour A3 = 0 : on résout ATAY = 0.
5 4 3 10 %
ATA=14 5 3/~ 0 1 £
3 3 2 0 0 0
N 1 1 1
Le systeme donne z; + sr3 = 0 et xa + 523 = 0, donc x1 = z9 = —gitg. En prenant par
1
exemple x3 = —3, on obtient un vecteur propre | 1 |, que I’on normalise en
-3
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Etape 2 : Construction de V' et 3.

<
I

el

= E\“ﬁ%

Les valeurs singulieres sont o1 = /11, 05 = 1.

{\/ﬁoo}

=1 1 0

Etape 3 : Construction de U.

u_1AU_>_1{211}13_1{11}_1{1}
v v 2 Uy || veae il 2 11
o 1 171 |7* 1 [-1
— — -
sem=} 3 5 [1]- 503
L2 1z | Vel
Comme m = 2 = r, la matrice U est complete :
1 1
V2 V2
V2 V2
Résultat final :
3 3 2
N = 0 1 0 V2 V2
V2 V2 1 1 __3
Vil /11 Vi1
2 1 0
1 20
Exemple. Calculons la SVD de A = 0 o 3l
0 0 0
Etape 1 : Calcul et diagonalisation de A7 A.
2 1 00 ? ; 8 5 4 0
ATA:1200003:450
0 0 3 0 00 0 0 0 9
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Calculons le polynoéme caractéristique en développant selon la troisieme colonne :
p(\) = det(AT A — \3)
5—A 4 0
=| 4 5—A 0
0 0 9— A
5—A 4
==X ’ 4 55— )\’
=09-N][6 — 16]
=(9— /\)[(5—)\ 4)(5— A +4)]
=(9-N)*(1-N)
Les valeurs propres sont A\; = 9 (multiplicité 2) et As = 1 (multiplicité 1).
Espaces propres :

Pour A =9:
—4 4 0 1 -1 0
ATA—9I;=|4 —4 0|~|0 0 0
0 0 0 0 0 0

Le systeme 1 — 2 = 0 donne x1 = x5, avec x5 et x3 libres. Donc :

1 0
FEq9 = Vect 11,10
0 1

Ces deux vecteurs sont déja orthogonaux. On les normalise :

1 1 0
— —
V1 = —F—= 1 , Vg = 0
V2 1o 1
Pour A=1":
4 4 0 1 1 0
ATA-TI;=14 4 0|~ |0 0 1
0 0 8 0 0 0
1
Le systeme donne x; = —x5 et x3 = 0. Donc E; = Vect -1
0
1
: L1
On normalise : v3 = —01 .

Etape 2 : Construction de V' et .
Les valeurs singulieres sont o1 = 02 = 3 et 03 = 1. Le rang est r = 3.

1 0 L 3 0 0
v2 V2 0 3 0
[ _ 1 —
V=1% 9 =% =0 0 1
0 1 0 00 0
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Etape 3 : Construction de U.
Pour 01 =3 :

1
1 e 8 I g w
— — =
“EFT T30 0 31 2 ] Tavz (0] T
0 0 O 0 0
Pour 0, =3 :
2 1 0 0 0 0
1 111 2 0 110 0
= AT _ _
2= =500 0 8|9 T3 (3| T
0 0 O 0 0
Pour o3 =1
1
1 L 8 1|1 - i
— — - ——=
R R I 1 Vo Al Vo R 0
0 0 O 0 0
Comme r = 3 < m = 4, il faut compléter par un vecteur s orthogonal a 771), 175, Uu3.
0
On vérifie aisément que = 8 convient.
1
Résultat final :
1 1
= 0 5 0 300 1 1
ﬁ 0 —ﬁ% 0 030 vz 0 V2
= |2 2 = S 1
v 0 1 0 of’ =10 0 1|V {f (1) oﬁ
0 O 0 1 0 0 0

Définition 7.21 Pseudo-inverse de Moore-Penrose

Soit A une matrice m x n de rang r avec la SVD réduite A = U,.DV,, out D est la matrice
diagonale 7 x r des valeurs singulieres non nulles. Le pseudo-inverse (ou inverse de Moore-
Penrose) de A est la matrice n x m définie par :

At =V.D7'Ur

Remarques 7.7.0.22. Si A est carrée et inversible, alors At = A~'. Le pseudo-inverse généralise
la notion d’inverse aux matrices non inversibles et non carrées.
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Propriété 7.23 Solution au sens des moindres carrés

— —
Soit A une matrice m x n et b € R™. Le vecteur £ = AT b est la solution au sens des

%
moindres carrés de longueur minimale de I’équation AZ =b.



